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Resumen:

En este trabajo se presenta una estrategia didactica para desarrollar un esquema grafico-algebraico del concepto
de solucién de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, asi como una caracterizacién del esquema de
un estudiante después de concluir una secuencia de aprendizaje bajo dicha estrategia mediada con GeoGebra. La
metodologia de investigacién es de naturaleza cualitativa y estd basada en un estudio de casos con un estudiante
de quinto semestre de la Licenciatura en Matematica. Los datos fueron obtenidos a partir de un cuestionario y
una entrevista semi estructurada. Las producciones del estudiante muestran que sus acciones y procesos estan
fuertemente ligados al modo de pensamiento algebraico y algoritmico, con conexiones cognitivas débiles entre
las rutas algebraica y grafica. Por tanto, se puede concluir que el estudiante ha desarrollado un esquema grafico-
algebraico débil del concepto de solucién de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, que no se ha

logrado consolidar como un objeto.

Palabras clave: Esquemas, ecuacién diferencial ordinaria, ruta algebraica, ruta gréifica y enfoque grafico-

algebraico.

Abstract:

In this work, a didactic strategy is presented to develop a graphic-algebraic schema of the concept of solution of
a first-order ordinary differential equation, as well as a characterization of a student's schema after concluding a
learning sequence under said strategy mediated with GeoGebra. The research methodology is qualitative in
nature and is based on a case study with a fifth semester student of the Bachelor's Degree in Mathematics. The

data were obtained from a questionnaire and a semi-structured interview. The student's productions show that
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their actions and processes are strongly linked to the algebraic and algorithmic mode of thinking, with weak
cognitive connections between the algebraic and graphic routes. Therefore, it can be concluded that the student
has developed a weak graphic-algebraic schema of the concept of solution of a first-order ordinary differential

equation, which has not been consolidated as an object.

Keywords: schemas, ordinary differential equations, algebraic route, graphic route, graphical-algebraic

approach.

1. Introduccién

Este articulo es parte de una investigaciéon denominada “Estrategia diddctica para desarrollar un esquema
grafico-algebraico del concepto de solucién de una Ecuacién Diferencial Ordinaria de Primer Orden” que se lleva
a cabo en el Programa de Doctorado en Educacién de la Facultad Multidisciplinaria de Occidente de la
Universidad de El Salvador y estd basado en dos ponencias dictadas por el autor en el marco del “Primer
Congreso Internacional de Educacién Superior” (Guerra Ciceres, 2022 a, b) y una pasantia de investigacién

realizada en la Universidad de San Carlos de Guatemala, durante septiembre de 2023.

Se presenta una estrategia didactica que permite acomodar en la estructura cognitiva del estudiantado
un esquema grafico-algebraico sobre lo qué significa resolver una Ecuacién Diferencial Ordinaria de Primer
Orden (EDOPO) con la mediacién de Geogebra, mds alld de los procedimientos algebraicos-simbdlicos
(Raychaudhuri, 2013; Raychaudhuri, 2014) y del uso de GeoGebra como colofén en la clase tradicional (Arslan,
2010 a, b; West, 2016), estableciendo conexiones entre la comprensién conceptual y procedimental. Por otra
parte, se analizan los esquemas formados por el estudiantado después de cursar una secuencia de aprendizaje ad

hoc sobre las EDOPO mediada con GeoGebra (Dikovié, 2009 a, b; Orts et al., 2018).

2. Desarrollo

2.1.La noci6én de esquema

La teorfa APOE (Accidén, Proceso, Objeto, Esquema) es un modelo cognitivo que permite describir la
epistemologfa y estudiar la cognicién de los conceptos matematicos en el nivel universitario. Se postula que la
construccién del conocimiento matemdtico en la estructura cognitiva de una persona pasa por cuatro
estructuras mentales bésicas, no necesariamente secuenciales, denominadas: accién, proceso, objeto y esquema.
Estas estructuras emergen a raiz de la activacién de mecanismos mentales tales como la interiorizacidn,
coordinacién, encapsulacién, generalizacién y reversién (Trigueros, 2005). Un esquema es una estructura
dindmica que se transforma constantemente mediante la integracién de nuevas relaciones y acciones con otros
objetos y esquemas mediante la equilibracién de los mecanismos de asimilacién y acomodacién (Fuentealba,
2022).
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Dubinsky (1996) dice: “El conocimiento matemdtico de una persona es su tendencia a responder ante una
situacion matemdtica problematica reflexionando sobre ella en un contexto social y construyendo y
reconstruyendo acciones, procesos y objetos matematicos y organizandolos en esquemas con el fin de manejar
esa situacién”. (pp. 32-33). El término tendencia se refiere a la movilizacién de conexiones entre los constructos
mentales y la forma de usarlas para tratar con la dicotomia desequilibracién/reequilibracién presente en la

situacién problematica.

Por su parte, Piaget (1978) afirma que el punto de partida del proceso cognoscitivo son las acciones: “... la
accién es constitutiva de todo conocimiento. El conocimiento es dependiente de la accién y la accién es
productora de conocimiento (...) solamente la coordinacién de los esquemas de accién permitird dar unidad a los
objetos” (p. 15). La nocién de esquema expresa “el conjunto estructurado de los caracteres generalizables de la
accién, es decir de aquellos que permiten repetir la misma accién o aplicarla a nuevos contenidos” (p.16). Los
esquemas, unidades bdsicas en la estructura cognitiva de un, pueden ser definidos como una serie de contenidos
cognitivos estrechamente vinculados, que tienden a activarse y coordinarse con otros para formar esquemas
mds complejos. Las operaciones son acciones interiorizadas, reversibles, agrupadas en sistemas de conjunto con

leyes de totalidad.

El sujeto no requiere interactuar fisicamente con el objeto, sino que puede representarse una imagen
mental de la accidén en cuestidn. Las operaciones en las cuales las acciones interiorizadas tienen como objeto
imagenes de objetos materiales reciben el nombre de operaciones concretas. Y las que operan sobre otras

acciones interiorizadas mds bésicas se llaman operaciones formales.

Piaget propone dos invariantes funcionales a la base de la cognicién humana: la organizacién, que trata
de responder al problema de la conservacién de la identidad a lo largo de la ontogenia, y la adaptacién, que trata
de responder al problema de cémo es posible la transformacién del organismo en su interaccién con el medio,
con conservacién de la organizacién. La dindmica del desarrollo cognitivo se explica a través de un constante
proceso de equilibracién entre las dos fuerzas que permiten la adaptacién: la asimilacién y la acomodacién

(Fuentealba, 2022).

Toda asimilacién implica cierto grado de acomodacién y viceversa. La asimilacién corresponde a la
atribucidn de significados e integracién de los objetos en los esquemas de accién, produciéndose una extensién
del entorno y del poder de la cognicién para actuar sobre dicho entorno. La asimilacién no depende sélo del
sujeto, sino que también influye la adecuacién o compatibilidad entre los elementos y la estructura que pretende
asimilarlos. En caso de que no exista esta compatibilidad hay dos vias de accién. O bien la naturaleza del objeto
se encuentra fuera del &mbito de cosas asimilables en ese esquema, o bien el objeto estd lo suficientemente cerca
de lo asimilable. En este ultimo caso, al efectuarse una modificacién en la estructura que amplie sus limites, el

objeto puede ser asimilado.
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Esta modificacién en la estructura para ajustarse a las caracteristicas del elemento externo es
denominada acomodacién. En la acomodacién se produce un enriquecimiento de la estructura con la aparicién
de nuevas subestructuras diferenciadas que permite una flexibilizacién de la estructura original. La asimilacién
hace referencia a tres niveles dependientes de la naturaleza de lo que se asimila. Un primer nivel corresponde a
la asimilacién de un objeto exdgeno al esquema y la acomodacién reciproca de éste al primero. El segundo nivel
se refiere a la asimilacién reciproca entre esquemas de accién. Y el tercer nivel implica la diferenciacién en
subsistemas al interior de una estructura como resultado de la acomodacién. Estos subsistemas se integran por
asimilacién reciproca en una nueva totalidad de nivel superior. Todas las estructuras que conforman la
cognicién humana tienen una génesis a partir de alguna estructura anterior. Por medio de procesos de
transformacién constructiva, las estructuras mas simples van siendo incorporadas en otras de orden superior

(Piaget y Garcfa, 2004, p. 246).

En consecuencia, la construccién de significados y el aprendizaje de un concepto matematico debe estar
basado en la accién del sujeto cognoscente sobre el objeto conocido y la coordinacién de los esquemas
vinculados a ese concepto. Pero la significacién también estd condicionada social e histéricamente: “cémo un
sujeto asimila un objeto, depende del sujeto mismo; qué es lo que él asimila depende, al mismo tiempo, de su
propia capacidad y de la sociedad que le provee la componente contextual de la significacién del objeto” (Piaget
y Garcfa, 2004, p. 245).

Por tanto, la comprensién de un concepto matematico comienza con acciones fisicas o mentales sobre un
objeto previamente construido. Cuando se adquiere un control consciente de la accidn, entonces esta puede ser
interiorizada para formar un proceso. Y cuando se adquiere conciencia de la totalidad del proceso, este es
encapsulado en un objeto. Los objetos pueden ser desencapsulados para volver a los procesos a partir de los
cuales fueron formados. Finalmente, las acciones, los procesos y los objetos pueden ser organizados en

totalidades llamadas esquemas (Arnon et al., 2014, pp. 18-26).

Un ejemplo de accién es resolver una EDOPO mediante el método de variables separables. El sujeto tiene
una concepcidn de accidén de la resolucién de una EDOPO si calcula la solucién aplicando paso a paso las reglas de
dicho método. La concepcidn de accidn es necesaria para el desarrollo de otras estructuras y, dependiendo del
contexto, una accién puede ser basica o compleja. Un sujeto con un mayor nivel de desarrollo puede realizar una
accién si asi lo considera apropiado, sin estar supeditado a ella. Una persona tiene una concepcién de proceso de
la resolucién de una EDOPO si es capaz de visualizar uno o mas métodos de resolucién sin necesidad de realizar el
paso a paso de ese método. Si los métodos que se visualizan se limitan a la ruta algebraica, se dice que tiene una

concepcién de proceso algebraica.

Un estudiante con una concepcidn de proceso algebraica no puede resolver la EDOPO si ella no estd dada

mediante una expresién algebraica. En este caso, para poder resolver la EDOPO el estudiante debe tener una
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concepcién de accién o de proceso grafica que le permita realizar acciones adecuadas para determinar las
propiedades cualitativas de las soluciones y visualizar y representar el diagrama de soluciones correspondiente.
Una vez que se han construido procesos algebraicos y gréficos para resolver una EDOPO, estos pueden ser
revertidos, transformados o coordinados entre ellos y con otros procesos, lo que permite obtener una
concepcidén de objeto para la nocién de solucién de una EDOPO y construir un esquema para la resolucién de una
EDOPO.

Este esquema puede incluir solo métodos algebraicos o también puede incluir métodos graficos. Estos

pueden estar o bien yuxtapuestos en sendos compartimentos o bien interrelacionados e interconectados. Un
esquema grafico-algebraico para la resolucién de la EDOPO y" = f (x, y) demanda la movilizacién de una red de
relaciones entre multiples representaciones y significados de varios objetos: i) el objeto funcién, ii) el objeto
derivada, iii) el objeto ecuacién diferencial, iv) el objeto campo de direcciones y v) el objeto solucidn, entre otros.
Si la funcién f (x, y) se expresa mediante una expresién algebraica, se puede tratar de describir el
comportamiento cualitativo de las soluciones mediante argumentos algebraicos o geométricos. Sin embargo, si
f (x, y) se expresa en forma gréfica, para describir el comportamiento de las soluciones lo natural es hacerlo

mediante argumentos geométricos.

Piaget y Garcia (2004) sefialan que el desarrollo de un esquema puede describirse por medio de tres
niveles que estan presentes en la construccién de relaciones entre los elementos constitutivos de un esquema:
intra-nivel, inter-nivel y trans-nivel. El intra-nivel se caracteriza por la construccién de relaciones y propiedades
aisladas y particulares de acciones, procesos y objetos de naturaleza similar. En el nivel inter se establecen y
justifican transformaciones entre las relaciones construidas en el nivel intra. Estas transformaciones, a la vez,
demandan el establecimiento de vinculos entre ellas, lo que nos lleva a la construccién de las estructuras
caracteristicas del trans-nivel. En este nivel, la persona ha construido una estructura que le permite entender las
relaciones construidas en el inter-nivel y puede trabajar con el esquema de una manera mucho mas flexible que
cuando lo estd en los otros dos niveles. El esquema no permanece inmdvil, sino que constantemente estd

enriqueciéndose mediante nuevas relaciones y transformaciones con otros objetos y esquemas.

3. Estrategia didactica

3.1.1.Enfoque grafico-algebraico

En este trabajo, se llama enfoque grafico-algebraico al proceso de resolucién de una EDOPO mediante la
coordinacidén de las rutas grafica y algebraica. En la ruta algebraica se aplican técnicas algebraicas y analiticas
para determinar férmulas para las soluciones y, a partir de ellas, determinar las propiedades y
comportamiento de las soluciones y dibujar el diagrama de soluciones. En la ruta grafica se combinan

técnicas geométricas y analiticas para analizar las propiedades y comportamiento cualitativo de las
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soluciones, sin necesidad de resolver la ecuacién, y construir el diagrama de soluciones. En la Figura 1 se
muestran las rutas algebraica y grafica para resolver una EDOPO. En ambas rutas GeoGebra juega un papel

clave.

Figura 1

Rutas algebraica y grdfica para construir el diagrama de soluciones

—Ruta grafica
dy O b \
——=fxy)

dx eoGebra
@) |

—Ruta algebraica

Diagrama de
curvas integrales

Se pretende asi que cuando el estudiantado se enfrente con una EDOPO, no solo un vea un simbolo que
relaciona una funcién y sus derivadas y aplique algiin método algebraico-simbdlico para encontrar una
férmula para las soluciones, sino que sea capaz de determinar conexiones graficas y algebraicas entre la
EDOPO y las propiedades cualitativas locales y globales de las soluciones desconocidas. Y mediante la
coordinacién de todo ello, con la mediacién de GeoGebra, pueda construir con precisién una representacién
grafica de las soluciones de la ecuacién diferencial, la qué serd llamada diagrama de soluciones o diagrama de
curvas integrales. Al esquema, asi construido por un estudiante se llamara esquema grafico-algebraico del

concepto de solucién de una EDOPO.

Desde una perspectiva operacional, la ruta algebraica resulta muy potente siempre y cuando se pueda
deducir a partir de la férmula el comportamiento cualitativo de las soluciones. No obstante, la ruta grafica tiene
la ventaja cognitiva de establecer conexiones transparentes entre el comportamiento cualitativo de las
soluciones y las expresiones para la primera derivada (dada en la EDO) y la segunda derivada (obtenida
derivando la EDO), aun cuando ello puede demandar la realizacién de célculos algebraicos laboriosos. En este
caso GeoGebra es una herramienta potente para reducir la carga cognitiva del algebra implicada. Ademas, la ruta
grafica permite describir el comportamiento de las soluciones de una EDOPO cuando esta no puede ser resuelta
por métodos algebraicos-simbdlicos estdndar. En este esfuerzo, GeoGebra se muestra como una herramienta
muy util al favorecer la visualizacién y coordinacién de los registros de representacién grafica y algebraica (ver

Rasmussen et al., 2018; Zeynivandnezhad y Bates, 2018; Zeynivandnezhad, 2016).
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A continuacidn, se presenta un ejemplo ilustrativo de las acciones realizadas en la secuencia de

aprendizaje ad hoc.

3.1.2.Un ejemplo ilustrativo de la secuencia de aprendizaje

Para describir el modo de operar en las rutas algebraica y grafica para construir el diagrama de

soluciones, considérese la siguiente EDOPO

dy 2
xX—+y=¢e" (1)
dx
dy =" —y
Al escribir la ecuacién en la forma il se verifica que las funciones
X X
e~y of 1 . . S
f (x, y) = ——— y — = — — son funciones continuas en cualquier regién del plano xy que no contenga a

by dy X
la recta x =0 vy, por tanto, por cada punto del conjunto R? — {(x,y) €R%x = O} pasa una y sélo una

solucién (ver Blanchard et al, 1999, pp. 64-67). Ademds, como la ecuacién es lineal y tiene coeficientes continuos
en R — {0}, entonces esas soluciones se pueden definir o bien en (—oo, 0), o bien en (0, + coo0).

Ruta algebraica

La ruta algebraica describe la forma tipica de actuacién bajo el proceso de ensefianza-aprendizaje tradicional de
2

las EDO. Para resolver (1), obsérvese que la ecuacién se puede escribir como —[xy] = e~ . Entonces, por el

X
2
teorema fundamental del cédlculo, xy = Je_t dt + ¢, c¢ € R.Portanto,
0

1 f 2 C
y(x)z; e dt+;, ceR (2)
0

La férmula (2) es llamada solucién general y representa una familia de funciones que satisfacen la EDOPO

(1). Al darle un valor particular a c, se obtiene una funcién especifica de la familia llamada solucién particular. De
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otra manera, si se quiere la solucién que pasa por el punto (x,,,), entonces sustituyendo este punto en (2) y

X0
despejando ¢ se obtiene que ¢ = xpy, — J e dt y, por tanto, la solucién general se escribe como
0
| R XoVo
Yy =—| edi+—— 3)
X X

X0

Por lo general, el curriculo tradicional se conforma con obtener la solucién general y representar graficamente

algunas soluciones particulares.

Sin embargo, se puede preguntar al estudiantado lo siguiente: ;Satisfaran las funciones generadas por la férmula

la EDOPO? ;Cudles son las propiedades cualitativas de las soluciones?

En las respuestas de los estudiantes se pueden observar dificultades conceptuales y operacionales cuando tratan
de verificar que la solucién general (2) o (3) satisface la EDOPO (1) y aplican sus “esquemas grdfico-algebraicos para
graficar una funcion” -heredados de las asignaturas de célculo diferencial e integral- para describir las
propiedades cualitativas de las soluciones. Ello debido a dos razones interrelacionadas: 1) no conciben que esa
férmula representa una funcién aceptable como otras donde solo aparecen funciones elementales y 2) no

visualizan que la derivada se puede calcular aplicando la regla de Leibniz.

El curriculo tradicional, para tratar de superar esas dificultades, poder visualizar algunas propiedades
cualitativas de las soluciones y fortalecer las habilidades de los estudiantes, hace uso de los asistentes
matematicos. Pero, este uso es marginal y se limita a validar y visualizar los resultados obtenidos

simbdlicamente. Por ejemplo, se puede usar GeoGebra para visualizar la familia de soluciones obtenida arriba.
Z

2 2
Para ello, al usar la funcién error erf(z) = — Je_t dt, que viene en la libreria de GeoGebra, entonces (2) se

T
0

escribe como

T c
yx) =—erf(x) +—, c€R (4)
2x X

Al introducir esta tltima férmula en la ventana “Célculo Simbdélico (CAS)” de GeoGebra se obtiene el diagrama de
soluciones de la Figura 2, en el que se pueden apreciar algunas propiedades cualitativas de las soluciones. Para

ello, basta hacer clic derecho en la grafica generada, activar la propiedad “Mostrar rastro” y mover el deslizador.
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Figura 2

c
Diagrama de soluciones obtenido a partir de la férmula y(x) = (x) + —
x

€2 GeoGebra Clisico

R~ 2> OO &L N =22

VT c

f = — erfl -

1 () 2x € (X)+x
®

- fx) = VT et +7

En la Figura 2, se puede apreciar la monotonia y concavidad de las soluciones y distinguir los tipos de soluciones
siguientes: las que tienen un maximo y las que no tienen extremos. O bien, las que tienen un punto de inflexién y
las que no lo tienen, etc. El curriculo tradicional se da por satisfecho con lo hecho hasta aqui: usar los asistentes
matemdticos para calcular o visualizar lo que se ha derivado de manera simbdlica, dejando de lado el

establecimiento de conexiones entre la ecuacién diferencial y el diagrama de soluciones.

Es oportuno sefialar que la solucién simbdlica de la ecuacién diferencial y la Figura 2 se puede conseguir usando
el comando de GeoGebra “ResuelveEDO(f(x,y))”. Para ello, en la ventana “Vista Agebraica” de GeoGebra se
2
e —y
—)
x

escribe “ResuelveEDO( 70

2
en la ventana “Célculo Simbdlico (CAS)” se escribe “ResuelveEDO(xy’' +y = ™).

Estas facilidades podrian conducir a sustituir el procedimiento algebraico-analitico descrito por otro proceso de
resolucién basado en la ejecucién de una serie de comandos en un asistente matematico cualquiera (por ejemplo,
Mathematica), lo que muy bien se podria llamar hacer el curriculo tradicional con asistentes matemdticos. Sin

embargo, esa forma de actuacién limita el desarrollo de la comprensién y las habilidades matemdticas del
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estudiantado. Y, al contrario, lo que se persigue es la integracién instrumental de las distintas herramientas
conceptuales, computacionales y gréficas en el proceso de resolucién de una ecuacién diferencial ordinaria

(Monaghan et al., 2016).

Obsérvese que si hacemos ¢ =0 en la férmula obtenida arriba, se obtiene la siguiente solucién particular

X
1
Ypx) = — Je_’zd t, que estd definida, o bien en ( — oo, 0), 0 bien en (0, + o0). Al graficar Y,(X) y experimentar
X
0

con GeoGebra, se puede observar quet:

o Sic>0yx>00c <0yx <0,entonces y(x) > yp(x)

e Sic<0Oyx>00c>0yx <0,entonces y(x) < yp(x).

En consecuencia, se puede afirmar que: las soluciones que estdn por debajo de y,(x) tienen un méximo y

un punto de inflexidén; mientras que las que estan arriba no tienen extremos ni puntos de inflexidn. Y enseguida,

se puede preguntar: ;Dénde ocurren los maximos de las soluciones? ;Dénde ocurren los puntos de inflexién?

Estas preguntas invitardn al estudiantado a utilizar GeoGebra como una herramienta de indagacién y a buscar
conexiones entre el diagrama de soluciones y la ecuacién diferencial. A continuacién, se vera que en la ruta

grafica es posible dar respuestas precisas a esas preguntas.

Ruta grafica

En la ruta gréfica, la construccién del diagrama de soluciones requiere deducir las propiedades cualitativas de
las soluciones (monotonia, concavidad, extremos, puntos de inflexién y simetrias). Y ello puede hacerse usando
la ecuacidn diferencial y aplicando los criterios de la primera derivada y la segunda derivada del célculo
diferencial. De esta manera se abre la posibilidad de poder ampliar y acomodar el “esquema grafico-algebraico para
graficar una funcién” heredado del célculo diferencial e integral (Buendia y Cordero, 2013) e integrar GeoGebra
como una herramienta al servicio del aprendizaje de los conceptos, técnicas y métodos matemadticos que la

resolucién gréfica de una EDO demanda (Artigue, 2011).

(5
1 Estas observaciones se pueden justificar al analizar el signo de y(x) — yp(x) = —.
X
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Para ello, en primer lugar, se despeja la derivada de la ecuacién (1) y se reescribe en la forma siguiente:

De aqui es posible conocer la monotonia y los posibles extremos de las soluciones. En efecto:

d
—y:O e—xz—y:O o y= e—x
dx

. o (e . .7 . 3 . 2
Esto significa que en los puntos de interseccién de las soluciones con la gréfica de la funcién y = e—*", la recta

tangente es horizontal.

—x2 _ d
Si[x>0 'y e—xz—y>()]o [x<0 y e—xz—y<0]entoncesu>0y,portanto,d—y>0.Es
X X

decir, las soluciones son funciones crecientes en el subconjunto
A= {(x, y) ER* x>0ye~—y >O} U {(x, y) € R*: x<0ye—x2—y<0}

2
e—x" — d

Si[x >0y e—xz—y<0]o [x<0 y e—xz—y>0]entonces—y<0y,portanto,d—y<0.Es

X X

decir, las soluciones son funciones decrecientes en el subconjunto
B = {(x, y) ER*: x >Oye—x2—y<0} U {(x, y) ER* x<0ye>"—y >O}
Los conjuntos A y B se pueden visualizar en GeoGebra al escribir en la “Venta Algebraica”, respectivamente, las
expresiones:
X>0Ay<e)V(X<0 A y> ex)
X>0Ay>e*)V(x<0 A y< e)

. . . 2 . o e
En la Figura 3, se muestran la grafica de la funcién y = e—", los subconjuntos en que se divide el plano
en funcién del signo de la derivada y el campo de direcciones asociado a la EDO. En el subconjunto blanco las
soluciones son decrecientes, mientras que en el gris son crecientes. Obsérvese la coherencia entre las pendientes

del campo de direcciones y el signo de la primera derivada.
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El campo de pendientes se obtiene al escribir en la ventana “Vista Algebraica” de GeoGebra lo siguiente:
2

“ : : e_x - y ”
CampoDirecciones|( ).
X
. dy iy . . 2
Como la derivada — de una solucién se hace cero y cambia de signo al cruzar la curvay = e—7,

dx
entonces alli deben aparecer los puntos maximos y minimos de las soluciones. Ahora bien, al recorrer una curva

solucién en la direccién creciente de x (de —oo0 a + o0) se verifica que la derivada de una solucién cambia de més

amenos cuando x <0 y x > 0y, por tanto, en la curvay = e~x> deben aparecer los puntos maximos de las

soluciones.

.

Figura 3

Campo de direcciones y subconjuntos en los que se divide el plano en funcion del signo de la primera derivada
-2 B 2 8 2 P2 B P [ P 2 7 B B 3 2 2 B8 7 B VA VA R 7 R ) [ U0V N Y N N N N N N N N N N N NN
///// | 2 -~ |~ z e e 7’ 7’ / /7 7/ / / 1 1 \ \ AN AN A\ N \ AN N N ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
///// s 2 2 |2 z 7z 7 4 4 7/ / / / ’ /| \ \ \ AN \ \ Y N\ N N N ~ ~ ~ N~ NN ~ ~
////// s o2 |2 e 7z 7z 4 4 7/ / / / ’ 1 \ \ \ \ \ N A N N N ~ ~ ~ ~ YL SENE N ~ ~
/////// 2 |7 s s 7z e e 7 7 e / / /| \ \ A \ N A A A N N ~ ~ ~ e ~
//////// LA ' s 4 7’ 7’ 7/ 7’ / / 1 1 \ \ N N\ LS N N ~ ~ ~ ~ ~ ~ N 0~~~ -~
,,,,,,,,, D A N N N N Y
/////////// s s 7z 7z 4 4 7 v 7/ \ N N N N N ~ NN ~ ~ ~ SN SN NS S~
,,,,,,,,,,, R N NN NN N N
,,,,,,,,,,,,, o NSEEN
,,,,,,,,,,,, /,,y/>(} ~ |z \\dy
////////////// P N V] < <
______________ da=sE NN Sd
________________ N A
__________________ NSRS Gl e
_______________ TV
————————————————— NN P
————————————————— el @
———————————— N
---------------- NN
——————————————— ~ NNy BT
~~~~~~~~~~~~~~ RN
-------------- dy\ NV oV L /d
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\\\\\\\\\ SN S NN NNV oy oy BT 2 e e
\\\\\\\\\ SN N NN N Y AY \ 1 1 1 I i/ /7 / FARRP RN PR R P I B I B T R =) B U P B B e i
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\\\\\ SOON N N N NN \ \ \ \ \ \ 1 1 1 I i/ /4 / / / / PARE SR 2RV N - R B P B P B e
\\\\\ NN N NN N N \ \ \ \ \ \ 1 1 1 I | /4 / / / / 7’ 4|27z 7| 7 V| |7 - 4 |~

En segundo lugar, para conocer la concavidad y los posibles puntos de inflexién de las soluciones se

d
calcula la segunda derivada de las soluciones. Para ello, al derivar la ecuacién: xd—y +y= e‘xz, se obtiene
X
d d? d e’ — 2
& + 22 + D oxe Sustituyendo o_<c 7y y despejando 2 e obtiene:
dx dx? dx dx X dx?
2 2
d2y 2<y —e ¥ —x%e )
dx2 x2
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Entonces
d? 2
dx?
> 2y
Siy>(1+ xz) e ™, entonces ﬁ > (.Y, por tanto, las soluciones son funciones céncavas hacia arriba en el
X
subconjunto
2
C = {(x, y) eER>y>+xY)e™ }
> 2y
Siy<(1+ x%) e™" , entonces ﬁ < 0., por tanto, las soluciones son funciones céncavas hacia abajo en el
X
subconjunto
2
D = {(x, y) ER:y<(1+xY)e™ }
2 2
Puesto que la segunda derivada T2 se anula y cambia de signo al cruzar la curvay = (1 +x?) e™", entonces
X

alli deben aparecer los puntos de inflexién de las soluciones.

Los conjuntos C'y D se pueden visualizar en GeoGebra al escribir en la “Venta Algebraica”, respectivamente, las

expresiones:
y > (1 +x?) e’
y<(l + x?) e

En la Figura 5, se muestran los subconjuntos en que se divide el plano en funcién del signo de la segunda
derivada o de la concavidad de las soluciones. En el subconjunto café las soluciones son céncavas haca arriba,

mientras que en el blanco son cdncavas hacia abajo.
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Figura 4

Subconjuntos en los que se divide el plano en funcién del signo de la sequnda derivada

s 7 7 7 7 / / / 7 / 1 y\ \ \ \ \ NN N NN
/////// LR AR 4 I A 4 7/ / 7/ i 1 1 \ A \ AY \ NN N N N N N N N N NS S N
//////// A 7 2 \7 2 v 7 7 /7 i 7 1 \ A} AY \ \ NN N NI N N N S SN S NS S
//////// A 2 2 \|\7 ¢ v 7 7 7/ 7/ 7 \ A\ A Y AN NN N N N IS NN S S S NS S
///////// szl zl 71l 7] |2] 12 |/ /d?y VAR RPN N N IS s ESNE R SEPISEIS IS S0 -
////////// P20 20 28 1 728 B P2 B 72 72 O 7 7 et ) \O\ S 00 N S S S S 0 S [ i
,,,,,,,,,, AR NN R R 52 oL 0 S S S 0 S S I B S e
,,,,,,,,,,, s 2 ¥ s 2| 2 2 /d2m AN NN N IS N S SIS SN s s s s s -
//////////// /s 7 7 s 2 7 7 AN LE NN IS IS N S SIS S N s s o e e .
,,,,,,,,,,,,, SARANSEEEEEPEY; N N N e S S e S e A B
==l ~ NERN 7 P L
Ll =1+ 2 enp( =

SNNAA L

AR A

IENA NN NN ENAYSSN EN SN U
NN R RS = U

S NN

cvvvrrrr s

Ademds, obsérvese que si

X

2
= —2x%* < 0. Por tanto, six >0,

entonces, se verifica que g(0) =0 y g'(x) = e~ _2x2e~ g1’

entonces g(x) < g(0) = 0. Six < 0, entonces g(x) > g(0) = 0. Esto implica que
2
Yp(x) = e

En la Figura 6, se muestran los cuatro subconjuntos en que se divide el plano en funcién de la monotonia y la

concavidad de las soluciones. Y, muy bien se puede describir o dibujar manualmente algunas soluciones
siguiendo las conclusiones obtenidas antes sobre el comportamiento cualitativo de las soluciones —a saber:

monotonia, concavidad, extremos y puntos de inflexién.— y las indicaciones del campo de direcciones.

El comando de GeoGebra “ResuelveEDO(f, A)” permite dibujar una curva solucién que pasa por el punto A.
Al mover el punto A y al activar “Mostrar rastro” en la curva solucién se puede obtener el diagrama de

soluciones que se muestra en la Figura 7.
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Figura 5

Subconjuntos en que se divide el plano en funcion del signo de la primera y sequnda derivada y campo de direcciones
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Figura 6

cién derivada por la ruta grdfica

a informa
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Diagrama de soluciones obtenido coordinando
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onotonfa y concavidad de las soluciones y

En el diagrama de soluciones de la Figura 7, se puede apreciar la m

aximo al intersecarse con la curva roja y un

las que tienen un m

distinguir los tipos de soluciones siguientes

punto de inflexién al intersecarse con la curva azul y las que no tienen punto de inflexién.

Por otra parte, al observar el campo de direcciones y experimentar con GeoGebra se puede conjeturar alguna

simetria en el conjunto de soluciones. Por ejemplo, se puede objetivar la simetria del conjunto de soluciones

respecto al eje y siguiendo las siguientes instrucciones
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1. Seleccionar un punto A y con la herramienta “Simetria Axial” dibujar A’, su punto simétrico respecto al eje y.
2. Con el comando “ResuelveEDO(f, A)” representar las curvas solucién que pasa por los puntos Ay A’.

Con la herramienta “Punto” obtener un punto C que se mueve sobre la curva solucién que pasa por el punto A.

Ll

Con la herramienta “Simetrfa Axial” dibujar C’, el punto simétrico a C respecto al eje y.

5. Mover el punto C y observar que C’ se mueve sobre la curva solucién que pasa por el punto A’.

De manera semejante se puede determinar si el conjunto de soluciones tiene o no simetria respecto al origen o

respecto al eje x.

La simetria en el conjunto de soluciones respecto al eje y, se puede verificar analiticamente haciendo un cambio
de variables y usando la regla de la cadena, tal como se muestra a continuacién:

dY _dYdx _ dy _dY  e¥ -y

X=—x, Y=y —=—"7-—=- = -
dX dxdX dx dX X
Por tanto,
dY e X*—Y
dX = X

3. Metodologia

La metodologia de investigacion es de naturaleza cualitativa y estd basada en un estudio de casos con un
estudiante de quinto semestre de la Licenciatura en Matematica. La recogida de datos se llevd a cabo dieciocho
semanas después de concluir una secuencia de aprendizaje diseniada bajo el enfoque grafico-algebraico mediado
con GeoGebra. La secuencia tuvo una duracién de 18 horas, distribuidas en tres sesiones de dos horas por
semana, durante 3 semanas entre febrero y marzo de 2022, y se implementd en la asignatura Ecuaciones
Diferenciales I que se imparte regularmente en las licenciaturas en matematica y en estadistica de la Facultad de

Ciencias Naturales y Matematica.

Para la recogida de informacidn, se solicité al estudiante resolver y entregar por escrito la resolucién de
un cuestionario con cuatro ejercicios. Posteriormente se realizé una entrevista semiestructurada grabada en
video para discutir las respuestas anticipadas y explorar el funcionamiento de su esquema gréfico-algebraico. En
el andlisis de la entrevista se aplicé el método de andlisis temdtico, teniendo en cuenta las habilidades para

graficar el diagrama de soluciones a partir de: 1) las férmulas obtenidas y 2) el andlisis de la EDOPO, sin necesidad
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de encontrar una férmula. También, se analizé la habilidad para inferir y probar simetrias en el conjunto de

soluciones utilizando el diagrama de soluciones y GeoGebra.

En el andlisis de los datos se utilizaron extractos de la transcripcidn de la entrevista. En dichos extractos,
por restricciones de espacio, se suprimieron las graficas obtenidas con GeoGebra y se agregd un texto breve

entre paréntesis que describe las acciones y representaciones contenidas en esas graficas.

Es importante sefalar que, la movilizacién tardia de la ruta grifica y los bloqueos mentales
experimentados durante la entrevista, condujeron al entrevistador a inducir las producciones del estudiante. Esa

influencia no ha sido estudiada y aparece, por tanto, como una debilidad metodoldgica de este estudio.

4. Resultados

A continuacidn, se presentan los principales resultados del cuestionario y la entrevista. En primer lugar,
se incluyen los referidos al uso y dificultades en la ruta algebraica; luego, los referidos al uso y dificultades en la
ruta grafica y, finalmente, los que tienen que ver con el establecimiento de simetrias en el conjunto de

soluciones.

d d
En el cuestionario se planteé resolver las EDOPO siguientes: a) d—y =2senx —y, b) d—y =y2—xy, C)
X X

dy

d
P =y—x>+2x+2 y d) d_y = xe™, las cuales fueron resueltas de manera eficaz siguiendo la ruta
X X

algebraica. En los ejercicios a) y c), el estudiante identific cada ecuacién como lineal y aplicé la técnica del
factor integrante. En el ejercicio b), identificé la ecuacién como una de tipo Bernoulli y, mediante un cambio de
variable dependiente, la redujo a una ecuacién lineal. Y en el ejercicio d), aplicé el método de separacién de
variables. En las Figuras 8 y 9, se muestra el proceso de resolucién del estudiante para cada uno de los ejercicios

propuestos.

Por tanto, el estudiante demuestra con ello que, después de 18 semanas de haber seguido la secuencia de
aprendizaje, su esquema del concepto de solucién de una EDOPO evoca sin dificultad los conocimientos y

métodos algebraicos que la ruta algebraica demanda.
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Figura 7
Resolucién algebraica de los ejercicios ay b
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Nota:

En la resolucién algebraica del ejercicio a), el estudiante identifica la ecuacién como una ecuacién lineal y aplica la técnica del

factor integrante.

En el ejercicio b), identifica la ecuacién como una de tipo Bernoulli y la reduce a una lineal mediante un cambio de
variable dependiente. Luego resuelve la ecuacién mediante la técnica del factor integrante y deshace el cambio de

variable.
Figura 8
Resolucién algebraica de los ejercicios c y d
C\ é}!_ = 3~x2+lx+'), d\ _(_bl_ = XC"
dy. dx
— dy -y = x4z
ax — @y du=x
e ¢S - g .
d(e)-¢ = NC) dy-d(e)=x
Yy -ty = D) dy 4 &
G
— _;5_ () = T (-¢4naz) Infugrands mydo & X
%

— Yy = _S,a(‘du 18 xCdw+2 [T dx +c B =S>&Jx+c =42+c

sz‘l"él N *Sa_x("Jx y ZSC"&x=—?_Q_" — | = ln(‘Ix"+c> .

— @Y= - [+ 2l rafxe b a0 e
= XX -2+

— [y= X2 +c
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Nota:

En la resolucién algebraica del ejercicio c), el estudiante identifica la ecuacidn como una ecuacién lineal y aplica la técnica del
factor integrante.

En el ejercicio d), identifica la ecuacién como una de variables separables y resuelve calculando antiderivadas.

En la entrevista, se confirma ademds que el estudiante tiene la competencia discursiva para argumentar
lo que ha realizado de manera algebraica. También sefiala que moviliza, en primer lugar, la ruta algebraica

debido a un criterio de eficiencia:

I: ;En qué piensa primero cuando se le pide resolver un EDOPO ...7

E1l: Ah, el método més conocido y el més aplicado en ese tipo de ecuaciones, que tienen esa estructura, seria
calcular el factor integrante respectivo. Y de esa manera, pues, jcreo que se saca lo mas rapido que se pueda
...ahjal

Sin embargo, al final de la entrevista se replantea la pregunta y él matiza el significado del término
“resolver”, lo que indica la necesidad de cambiar este término por otros que movilicen las acciones y procesos
que la ruta gréafica requiere:

I: ... ;Por qué hizo lo que hizo (sefialando los ejercicios de la gufa)?
El: ;Aaa?

El: ... Si, bueno, resolver para mi es justamente encontrar esas funciones que satisfacen o esas curvas que
cumplen con esa expresidn, con esa ecuacién diferencial, entonces por eso mismo encontrar las soluciones,
resolverla, serfa justamente encontrar las funciones, ya sea explicita o implicitamente.

I: ;Y siempre se puede resolver una ecuacién de manera algebraica?

E1: De manera algebraica, no siempre, no se va a poder ... hay ecuaciones que no se pueden resolver ... por
la integral, bueno.

I: ... jPor qué razén lo primero que hace es exactamente eso que estd aquf (sefialando las respuestas escritas
entregadas antes de la entrevista)? ;A qué le atribuye usted eso?

El: Pues, si, justamente, a la palabra que dice resolver, pero creo que resolver, si, implica muchas mds
cuestiones. Si, principalmente, cuando uno ve una forma sencilla de resolverlas, como por factor
integrante, pues, lo hace y no hace mucho mas con las ecuaciones.
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Sin embargo, se observan dificultades para representar graficamente las soluciones a partir de la férmula.
Por ejemplo, se muestra estupefacto al preguntarle por el comportamiento cualitativo de las soluciones de los

ejercicios a) y b) generadas a partir de las férmulas. En el ejercicio a), se registra lo siguiente:

I: ... estd es la solucién general del ejercicio a): y = sen(x) — cos(x) + Ce™
E1: Exacto.
I: ;Qué podria decirme acerca del comportamiento cualitativo de las soluciones a partir de esta férmula?

El: De la férmula... ;jah? ... no tengo muy claro cémo seria la gréfica de esta funcién ... pero digamos que

tomando valores especificos ...
I: ... jqué tipo de curvas hay?
El: jAh .7

I: ... ;cudl es el comportamiento de esa expresion cuando x tiende a mas infinito o cuando x tiende a menos

infinito?

E1: Cuando x tiende a mas infinito veo que no se sabe que pasa con la relacién, en realidad, por qué estan
€sos seno y coseno, eso es indefinido cuando x tiende a més infinito. Y cuando x tiende a menos infinito,

todo eso sigue definitivamente a infinito porque el término exponencial se hace positivo ...

Y en el gjercicio b, expresa:

-1
.. , , 2 2 - . Lo
E1: Si, si, estd fea la formula: y = <Ce" 12 _ ¢x /Zje xz/zdx) ... el comportamiento gréfico, a ver,

usando la férmula, por ejemplo, cuando ... entonces esa integral esta ... jeje ... buena esa integral no se

puede ...

Lo anterior indica la presencia de dificultades operacionales para poder describir graficamente las
soluciones a partir de las férmulas obtenidas. Y, por tanto, para tratar de superarlas se invita al estudiante a
utilizar GeoGebra. Entonces, usando esta herramienta, el estudiante es capaz de dibujar un diagrama de

soluciones para el ejercicio a; pero fracasa en hacerlo en el caso del ejercicio b. Esto dltimo es debido a la

7 .z , . —x2/2 .
presencia en la férmula de la solucién general del término Je" ““dx. (ver Figura 8).
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I: ... ;Como podrifa usar GeoGebra para visualizar el comportamiento grafico de las soluciones a partir de la
formula obtenida y tratar, por ejemplo, de distinguir los distintos tipos de curvas?

El:jAh!...
I: Podria abrir GeoGebra y lo vamos viendo.
E1: Estd bien ... permitame ... creo que se trabo el GeoGebra.

E1l: ... Si, si, ahf estd ya, digamos que tengo la solucién ... Aqui puedo elegir la constante de menos cinco a
cinco ... y asi (moviendo el deslizador) es como yo veo las soluciones ... aqui estd un poco mds clara ...
(obteniendo un dibujo dindmico de las soluciones)

I: ... ;qué tipo de comportamientos se observan?

El: ... Sabemos que si el valor de ¢ es negativo, tenemos este comportamiento. Y si pasa a un valor positivo,
tengo este otro comportamiento. Entonces, la frontera es esta, si, supongo. Serfa justamente en C = 0
porque ahi es donde se me va ese término exponencial.

I: ;Qué sucede cuando C = 07
E1l: Solo queda esto, y(x) = sen(x) — coscos (x) , que es una funcién peridédica en todo su dominio.

I: Puede aplicar “mostrar rastro” a la curva verde que tiene ahi dibujada, ;no? Y mover el deslizador para
ver cémo es el diagrama de solucién.

El:Si... asi, serfa ... (obteniendo un diagrama de soluciones)

I: ;Por qué razén aparecen esos dos tipos de curvas que estan separadas por la curva
y(x) =sen(x) —coscos (x)?

E1: Si, cambia el comportamiento, digamos, habria que ver cuando la constante es negativa, que pasa con la
concavidad de las soluciones ....

Al usar GeoGebra y la férmula obtenida logra dibujar un diagrama de soluciones para el ejercicio a), pero

se puede notar la ausencia de argumentos para justificar las propiedades de las soluciones que son patentes en
dicho diagrama. Ello es debido a que no se da cuenta de que y(x) = sen(x) — cos(x) es una solucién particular.

I: ;Hay alguna solucién particular?

E1: Si, cuando C = 0 hay una solucién particular.

I: Precisamente, que es la que estamos viendo, ;no?

El: Ahja ... eso, como por el limite, serfa, ah ja.

El: ... Si, se aplica el teorema de existencia y unicidad ... jAh jal Y como esta es una solucidn, las demas
curvas no la tocan nada, no la van a cruzar, no la van a cruzar, por existencia y unicidad.
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La férmula obtenida para la solucién general del ejercicio a, le permite afirmar que el dominio de cada
una de las soluciones es R, pero no hace referencia a las propiedades de la ecuacién. Y al preguntarle por el lugar

geométrico de los extremos de las soluciones se sorprende otra vez:

I: ;Podrfa obtener dénde estan apareciendo, digamos, los extremos, maximos y minimos de esas curvas?

El: ;Ah ja?, exactamente ... digamos que de manera precisa no puedo identificar el lugar geométrico donde
aparecen los extremos de las curvas o soluciones ... en este caso parece ser como una especie de recta, pero
no estoy seguro ... pero habria que corroborarlo haciendo la respectiva derivacién ... los extremos aparecen
en donde se acelera ... donde se anula esa derivada.....

X

El: La derivada serfa cos(x) + sen(x) — Ce™ y la segunda derivada —sen(x) + cos(x) + Ce™ ... y los

extremos aparecen donde la derivada es cero y los méximos y minimos los podemos determinar cuando la
segunda derivada es cero ...

Se observa asi que para encontrar el lugar geométrico de los extremos recurre al “esquema algebraico-
grafico heredado del célculo diferencial e integral”, sin darse cuenta de que ese modo de actuar es circular,

puesto que al calcular la primera derivada obtiene la EDOPO dada:

d_y = cos(x) + sen(x) — Ce™ = cos(x) + 2sen(x) — sen(x) — Ce™ = 2sen(x) — y
X

Ello indica que no es capaz de movilizar espontaneamente la ruta gréfica, la cual fue objeto de estudio en

la unidad de aprendizaje. Y, por lo tanto, ella debe ser sugerida por el investigador.

El: jUjum! estamos derivando directamente la solucidn, la férmula para la solucién. Pero el derivar obtenemos la
relacién que ya estd en la ecuacién.

I: ... jPodria tratar de identificar cudl es el comportamiento cualitativo de las graficas de las soluciones, sin usar la
férmula, es decir, sin resolver la ecuacién?

E1: Ah vaya, pues, ... jah? ... no recuerdo cual era el método.
o dy .
I: Observe que la ecuacién 5 = 2sen(x) — y nos da la derivada.
X

E1: Si, ... cdmo, qué, ... jqué tendria que hacer ahora? ... resolverla ...?
I: ;Qué se le ocurre hacer para describir graficamente las soluciones? ;Qué herramientas podria utilizar?

E1l: jUuum? ... el campo de direcciones es una cosa ... pero ... si, si ya, y aqui se ve el comportamiento de las curvas ...
esta es la primera cosa ... (obteniendo el campo de direcciones)

El: .. Y de ahi puedo (bostezos) tratar de resolver la ecuacién directamente ... serfa ... bueno, podria marcar un
punto sobre el plano y encontrar la solucién para ese respectivo punto. Y como hay existencia y unicidad solo me
da una curva ... serfa Ay ahi estd ... (obteniendo una solucién particular en el campo de direcciones)
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Llegado a este punto, el estudiante logra evocar la ruta gréfica y la aplica con eficiencia para representar
los diagramas de soluciones de los ejercicios a), b) y d), sin necesidad de resolver las EDOPO. En cada ejercicio es
capaz de determinar analiticamente tanto los lugares geométricos donde aparecen los extremos y los puntos de
inflexién de las soluciones, como dividir el plano en subconjuntos de acuerdo con la monotonia y concavidad de
las soluciones. Ademads, demuestra eficiencia en el uso de GeoGebra para visualizar y tratar con esos
subconjuntos. Coordinando todo ello junto con las consecuencias geométricas de los teoremas de existencia y
unicidad, es capaz de obtener un diagrama de soluciones dindmico (a partir del movimiento del deslizador de
GeoGebra):

El: Ah, si, exactamente, serfa una ... serfa esta curva y = 2sen(x) ... Esta es la curva que contiene los extremos ...
(agregando una curva azul a la representacién anterior que muestra una solucién particular en el campo de
direcciones).

I: ... Y esa curva, evidentemente, divide al plano en dos partes: una dénde el campo dependiente es positivo
(2sen(x) —y > 0), es decir, donde las curvas son crecientes y otra dénde el campo es negativo 2sen(x) —y < 0),
y las curvas son decrecientes, jverdad? Y esos subconjuntos puede dibujarlos y colorearlos en GeoGebra.

El: Ah, creo que eso se puede hacer directamente en GeoGebra.

El: ... Si, si, funciona ... me da la regién donde esto es negativa y en este caso serfan crecientes ... (agregando las
zonas de color acuerdo con el signo de la derivada a la representacién anterior que muestra la curva azul y una
solucién particular en el campo de direcciones).

I:... ;Y de los puntos de inflexién que podemos decir?

El: La segunda derivada seria derivar esto respecto de x .. seria esta la segunda derivada
d? dy . ) . e
—r =2coscos (x) —d—=2cosc0s(x) —2sen(x)+y. Al final seria, simplificando,
X X
d?y
Tix = 2(coscos (x) —sen(x))+ y serfa la segunda derivada.
X

El: ... Y para encontrar los puntos de inflexién ... igualamos a cero ... y obtenemos la curvay = 2(x) —cos(x)). Y
este serfa el lugar geométrico de los puntos de inflexién (dibujando la férmula obtenida, agregando zonas de color
acuerdo con el signo de la segunda derivada y moviendo el deslizador para verificar que donde las soluciones
cortan a esta curva se observan cambios de concavidad).

E1: Si, aqui en esta zona son céncavas hacia abajo y en esta otra, son céncavas hacia arriba ...

Sin embargo, se observan dificultades para argumentar por qué aparecen los distintos tipos de curvas que

se muestran en el diagrama de soluciones. En el ejercicio b expresa:

E1: Digamos que hay como tres tipos de curvas: serfan las que estan ... como que parece que siempre son como
cbncavas hacia arriba, las que son siempre céncavas hacia abajo, y estas que estdn como en medio, que varian su
comportamiento, pero como que este, el limite serfa como que la solucién se va a cero.
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También, se observan dificultades para reconocer la existencia de algin tipo de simetria en el conjunto
de soluciones a partir del diagrama de soluciones o usar GeoGebra para verificar si hay o no tales simetrias. Por

ejemplo, en el ejercicio b se registra:

I: ;Hay alguna simetria entre esas curvas (haciendo referencia al diagrama de soluciones del ejercicio b)?

E1l: Ah ... creo que s, respecto del eje x ... respecto de y = x, tal vez, creo que si se podria ver alguna simetrfa. Pero
no sé si son las de abajo ... creo que las que estdn en medio podrian ser impares, tal vez ...

Tampoco es capaz de verificar analiticamente si hay o no hay simetria en el conjunto de soluciones en los

ejercicios b) y d):

I: ... ;Como establece que hay simetria impar a partir de la ecuacién?

E1: Solo de la ecuacidn, pues, seria a través de evaluar en menos equis ...

7 7. dy 2
El:...Bueno, seria evaluar en menos x y quedaria Ix =y +xy
X

I: ;Qué cambio de variables deberfa de hacer para establecer la simetria respecto al origen ...?
El: ;Ah?

El: ... ;Uuum? ... eso si serfa de verlo...

I: ;Se le viene algo la memoria?

E1: Es que ... yo pensaba que ... a ver ... permitame ...

Y en ejercicio d, senala:

d :
E1: Seria con x igual, bueno, cambiando por menos x ...por regla de la cadena quedarfa —d—y = —xe™... al final es
X

lo mismo ...

5. Discusion

La resolucién escrita de los cuatro ejercicios y la argumentacién correspondiente durante la entrevista
revela que el enfoque algebraico se evoca autométicamente en la memoria de largo plazo del estudiante,

mientras que el enfoque grafico no.
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Sin embargo, en la entrevista se observa la presencia de dificultades operacionales para al intentar
describir graficamente las soluciones basadas en la férmula de la solucién general. El uso de GeoGebra ayuda a
superar algunas de estas dificultades, pero persisten dificultades conceptuales relacionadas al teorema

fundamental del célculo. Por ejemplo, el estudiante es capaz de dibujar un diagrama de soluciones para el

_a2
2

ejercicio a); pero no logra hacerlo en el ejercicio b) debido a la presencia en la férmula del término Je . Esto

indica la presencia de dificultades conceptuales relacionadas al teorema fundamental del calculo. Ademads, se
observa que en el ejercicio a), el estudiante no es capaz de argumentar o justificar las propiedades de las

soluciones patentes en el diagrama de soluciones.

Por tanto, en una primera aproximacion, se puede concluir que la ruta algebraica no se ha consolidado
con la implementacién de la secuencia de aprendizaje ad hoc, ni mucho menos el enfoque grafico-algebraico.
Esto coincide con lo que reporta Habre (2000, 2003) donde sefiala que el impacto del curriculo reformado de las
ecuaciones deferenciales ordinarias en el pensamiento y las habilidades de los estudiantes puede ser minimo y

que el conocimiento conceptual puede permanecer fuertemente ligado esquemas algebraicos.

De acuerdo con la Teorfa accidn, proceso, objeto, esquema (APOE) (Arnon et al., 2014), se puede afirmar
que el esquema del estudiante sobre el concepto solucién de una EDOPO se caracteriza entonces por el
predominio de acciones y procesos subordinados al modo de pensamiento algebraico y algoritmico. Ello
posiblemente estd condicionado por el significado diacrénico que tiene la consigna “resolver” a lo largo del
desarrollo del curriculo de matemadticas, desde los niveles elementales hasta el nivel superior, tal como se
evidencia durante la entrevista cuando se le pide al estudiante que explique por qué movilizé en primer lugar la

ruta algebraica.

Pero, ello también pone en tela de juicio uno de los objetivos de la unidad de aprendizaje ad hoc que
pretendia enriquecer el significado del término “resolver” con acciones y procesos de la ruta grafica que
permiten determinar las propiedades cualitativas locales y globales de las soluciones desconocidas sin necesidad
de resolver la EDOPO. De manera que el término “resolver”, ademds de su significado tradicional, también pueda
significar: construir con precisién el diagrama de soluciones de una EDOPO. Y, en consecuencia, cuando el
estudiantado se enfrente a una EDOPO, no solo un vea un simbolo que relaciona una funcién y sus derivadas y
aplique algin método algebraico-simbdlico para encontrar una férmula para las soluciones, sino que sea capaz
de determinar conexiones graficas y algebraicas entre la EDOPO y las propiedades cualitativas locales y globales
de las soluciones desconocidas. Desde otra perspectiva, la digresidén anterior indica la necesidad de cambiar la
consigna “resolver” por otras mds precisas que conecten con las acciones y procesos que demanda la ruta

grafica.
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No obstante, durante la entrevista, la interaccidn con el investigador y la reflexién propia del estudiante
permiten la recuperacién del enfoque grafico en la memoria de largo plazo. De esta manera el estudiante logra
establecer, no sin dificultades, algunas conexiones cognitivas entre las rutas algebraica y grafica para tratar con
las propiedades cualitativas de las soluciones, realizar tareas de conversién entre los registros de representacién
grafico y algebraico y poder representar graficamente el diagrama de soluciones usando el software GeoGebra.
Ello le permite determinar analiticamente tanto los lugares geométricos donde aparecen los extremos y los
puntos de inflexién de las soluciones, como dividir el plano en subconjuntos de acuerdo con la monotonia y
concavidad de las soluciones. Ademds, también demuestra eficiencia en el uso de GeoGebra para visualizar y
tratar con esos subconjuntos. Coordinando todo ello, es capaz de obtener un diagrama de soluciones dindmico (a

partir del movimiento del deslizador).

Sin embargo, se observa tanto dificultades conceptuales para argumentar por qué aparecen los distintos
tipos de curvas que contiene el diagrama de soluciones, como dificultades operacionales para reconocer en el
diagrama de soluciones la existencia de algun tipo de simetria en el conjunto de soluciones o para usar GeoGebra
como herramienta para experimentar si hay o no tales simetrias. Tampoco el estudiante es capaz de realizar un

cambio de variables para verificar analiticamente si hay o no determinada simetria en el conjunto de soluciones.
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6. Conclusiones

La discusidn sefiala que hay indicios para afirmar que el estudiante ha logrado desarrollar un incipiente
esquema grafico-algebraico del concepto de solucién de una EDOPO, pero este esquema no se ha logrado
consolidar como un objeto, puesto que la aplicacién del esquema se limita a realizar las acciones y procesos que
las rutas grafica y algebraica demanda con conexiones débiles entre ellas. La latencia de la ruta grafica en el
esquema del estudiante indica que hay un predominio de la ruta algebraica, por una parte, y que es necesario
cambiar la consigna “resolver” por otras mds precisas que conecten con las acciones y procesos que demanda la

ruta gréﬁca, por otra.

Ademds, dicho esquema grafico-algebraico se puede caracterizar como débil puesto que, al tratar de
establecer conexiones entre las rutas algebraica y gréfica, se logran evidenciar tanto dificultades operacionales y
conceptuales que bloquean dichas conexiones, como la falta de razonamientos matematicos que permitan
justificar por qué aparecen determinados comportamientos en las soluciones, ya sea de manera algebraica o

grafica.

Las producciones del estudiante durante la entrevista ponen de manifiesto que el enfoque de la secuencia
de aprendizaje es plausible y permite enriquecer el enfoque, el contenido y la metodologia del proceso de
ensefanza-aprendizaje de las EDOPO, al invitar al estudiantado a coordinar las rutas algebraica y grafica y a
hacer un uso instrumental del software GeoGebra para investigar propiedades y comportamiento cualitativo de
las soluciones, asi como para desarrollar su competencia discursiva para explicar, argumentar y justificar sus

producciones, més alld del enfoque tradicional.

Este enfoque gréfico-algebraico, ademas, tiene el valor afiadido de movilizar los conocimientos previos,
ampliar y acomodar el “esquema grafico-algebraico para construir la grafica de una funcién” heredado del
céalculo diferencial e integral y facilitar el transito hacia el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales y no lineales en el plano fase. En particular, este enfoque resulta util para describir las
soluciones de una ecuacién diferencial cuando no es posible encontrar una férmula para las soluciones. También
funciona como un esquema de asimilacién clave tanto para construir el diagrama de bifurcacién de una ecuacién

diferencial ordinaria que depende de un parametro.
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